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Das Urnenmodell in der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Viele Zufallsexperimente kdnnen mit dem Ziehen von unterscheidbaren Kugeln aus
einem Gefal3, Urne genannt, modelliert werden. In der Urne befinden sich n Kugeln,

von denen k gezogen werden.

Das Ziehen kann auf zwei verschiedene Arten erfolgen:

Eine Kugel wird gezogen und wieder zuriickgelegt.
Das entspricht dem Urnenmodell mit Zurticklegen

Nach dem Ziehen der Kugel wird diese nicht wieder zuriickgelegt.
Das entspricht dem Urnenmodell ohne Zurtcklegen

Viele Zufallsexperimente kdnnen auf das Urnenmodell zurtickgefuhrt werden.
Betrachten wir das Zufallsexperiment "Dreimaliger Minzwurf", so kann man
stattdessen auch aus einer Urne mit 2 verschiedenen Kugeln drei mal jeweils eine

ziehen und wieder zuriicklegen.

Einige Beispiele sollen die Vorziige des Urnenmodells aufzeigen.

Zufallsexperiment

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit bei
zweimaligem wirfeln jeweils eine 6 zu
werfen?

In einer Klasse mit 25 Schulern haben 10
Schiler die Hausaufgaben nicht gemacht.
Der Lehrer kontrolliert zufallig einen
Schuler. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
erwischt er jemanden, der die
Hausaufgaben nicht gemacht hat?

Von den 120 Schiler/innen einer
gymnasialen Oberstufe am Berufskolleg
mit dem Schwerpunkt
(Erziehungswissenschatft)

sind 15% mannlich. Zwei Schuler/innen
werden fur die Teilnahme an einem
Wettbewerb ausgelost.

Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass
es zwei Schiler (mé&nnlich) sind?
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Urnenmodell

Urne mit 6 Kugeln nummeriert von 1 bis 6
Zweimal ziehen mit zurticklegen.
Gesuchte Wahrscheinlichkeit:
P(6 | 6)=£~1=iz0,028

6 6 36
Urne mit 25 Kugeln.
15 weil3e und 10 schwarze.
Einmal ziehen
Gesuchte Wahrscheinlichkeit:

P(s)=£=g=0,4

25 5
Urne mit 120 Kugeln.
102 weilRe Kugeln (fur weiblich)
und 18 schwarze Kugeln (fir mannlich)
Zweimal ziehen ohne zuricklegen.
Gesuchte Wahrscheinlichkeit:

18 17
P(s18)=155 119
306 51 ~0.021
14280 2380
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Urne mit 100 Kugeln.

Ein Statistisches Institut will ermittelt 53 blaue (fir Jungen) und
haben, dass bei 53% aller Geburten das 47 rosa (fur Madchen)
Baby mannlichen Geschlechtes ist. Zweimal ziehen mit Zuriicklegen
Wie groR ist danach die Gesuchte Wahrscheinlichkeit:
Wahrscheinlichkeit, das eine Mutter P(b | b)zﬁ,ﬁ
aufeinanderfolgend 2 Jungen zur Welt 100 100
bringt?

g _ 2809 10,2809

10000

Moglicherweise ist nicht unmittelbar klar, warum dieses Zufallsexperiment durch
zweimal ziehen mit zurticklegen simuliert werden kann.
Man kann sich das so vorstellen, das die Mutter immer mit der gleichen
Wahrscheinlichkeitsverteilung Kinder zur Welt bringt. Das bedeutet, nach jeder
Geburt herrscht wieder die gleiche Ausgangssituation. Das wird mit dem zuriicklegen
der Kugel simuliert.
Eine ganz andere Situation herrscht vor, wenn man von z.B. 100 neugeborenen
Kindern ausgeht von denen 53% Jungen sind. Wahlt man zuféllig 2 Kinder aus, so ist
die Wahrscheinlichkeit daftir, dass man genau zwei Jungen ausgewahlt hat:
P(jlj)= .22 22313 5 5784

100 99 25.-99
Das entsprache dem ziehen ohne zuriicklegen.

Bei der Herstellung von Tongefallen geht man davon aus das 20% Ausschuss
produziert wird.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei der Herstellung von 3 Gefal3en
genau 2 brauchbar sind?

Modell: Urne mit 8 griinen Kugeln (brauchbar) und 2 roten Kugeln (Ausschuss).
Dreimaliges ziehen mit zurticklegen.

Ereignis A: Zwei von drei gefertigten Gefal3en sind brauchbar.

Uber das Baumdiagramm erhalt man die Ergebnismenge.

Die Ergebnismenge der Ziehung lautet: S = {ggg;ggr;grg;rgg;rrg;rgr;grr;rrr}
Die Ereignismenge lautet A= {ggr;grg;rgg}

P()=35=08 P(1)=15-02 P(gg)=08-08  P(ger)=0.8-08:0,2

P(A) = P(ggr)+P(grg)+P(rgg)
=0,82-0,2+0,8-0,2-0,8+0,2-0,82 =3-0,82-0,2=0,384
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Aus vier Personen Angela (A), Balduin (B), Christin (C), Dogan (D) werden zwei zum
Geschirrspulen ausgelost, wobei eine Person abspult und eine abtrocknet. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit erwischt es zuerst Christin und dann Balduin?

Modell: Urne mit 4 Kugeln mit der Aufschrift A, B, C und D.
Zweimaliges ziehen ohne zurticklegen.
Hier kommt es auf die Reihenfolge der gezogenen Kugeln an.

Das Ereignis lautet A: zuerst Christin, dann Balduin.
Die Ergebnismenge besteht aus allen Zweierkombinationen der
Buchstaben A, B, C und D, also aus
S ={AB;AC;AD;BA;BC;BD;CA;CB;CD;DA;DB;DC}
A={CBl=P(A)=P(CB)=+.2 =1 —0,083

4 3 12

Bei einer Verkehrszahlung wurde festgestellt, dass 65% der vorbeifahrenden
Fahrzeuge Pkw waren, 30% Lkw und 5% sonstige Fahrzeuge.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter drei vorbeifahrenden Fahrzeugen
das erste ein Pkw, das zweite ein Lkw und das dritte ein sonstiges Fahrzeug ist?

Modell: Urne mit 100 Kugeln, 65 rote (Pkw) 30 schwarze (Lkw)
und 5 weil3e (sonstiges Fahrzeug).

Dreimaliges ziehen mit Zurticklegen

65 30 5
100 100 100

Gesuchte Wahrscheinlichkeit: P(rsw) = =0,00975

Ein Spieler interessiert sich daftr, wie oft er einen Wurfel mindestens werfen muss,
damit er mit einer Wahrscheinlichkeit von 90% mindestens eine 6 wirft.

Modell: Urne mit 5 roten Kugeln (keine 6) und 1 griine Kugel (sechs geworfen).

n- maliges ziehen mit Zuriicklegen
dabei ist die Zahl n unbekannt

Wir wissen bereits, dass die Wahrscheinlichkeit eine 6 zu werfen bei einem idealen
Waiirfel 1/6 ist. Die Wahrscheinlichkeit, keine 6 zu wirfeln ist 5/6.
Wir definieren dazu die Ereignisse:

Ereignis A : eine sechs werfen, Ereignis A keine sechs werfen (Gegenereignis)

n
Bei n - Wurfen ist die Wahrscheinlichkeit eine 6 zu werfen %% ....... % = (%)
n mal
. ) . . o 55 5 (5Y
Bei n - Wurfen ist die Wahrscheinlichkeit keine 6 zu werfen —-—-....... —=| =
6 6 6 6
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Das Gegenereignis von ,Bei n — Wirfen keine 6 zu werfen* lautet nicht etwa
.Bei n —Wirfen eine 6 zu werfen“ sondern
.Bei n —Wiurfen mindestens eine 6 zu werfen®.

Wir definieren nun das Ereignis E: Bei n — Wirfen mindestens eine 6 werfen
Das Gegenereignis lautet: E: Bei n - Wirfen keine 6 werfen

n
Die Wahrscheinlichkeit von E ist bereits bekannt: P(E) = (gj

n
Damit wird die Wahrscheinlichkeit von E: P(E) = 1—P(E) = 1—(%)

In der Aufgabenstellung war gefordert, dass P(E) > 0,90 sein soll.
1- [gj > 0,90 gesucht ist die Zahl n (Anzahl der Wiirfe)
L6sung durch umformen und logarithmieren.

1—(5] >0,90|-1
6

o _@ > 01]-(~1)

n
& (EJ <0,1In
6

sn- In(g] < In(0,1)|:ln£%j ~ -0,18 < 0= Relationszeichen < umdrehen

In(0,1)
In(gj

Man muss den Wiirfel mindestens 13 mal werfen um mit einer Sicherheit von 90%
mindestens einmal die 6 zu erhalten.

Anders ausgedruckt: Ich darf hochstens in 10 von 100 Fallen bei 12 mal wirfeln
keine 6 bekommen.

<SS nz

~12,629
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