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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Bei mehrmaligem Wirfeln hangt die Wahrscheinlichkeit eine bestimmte Zahl
zwischen 1 und 6 zu werfen nicht von dem vorherigen Ergebnis ab.

Jeder Wurf geschieht unabhangig von dem vorigen.

Werden hingegen aus einer Urne, die z.B. mehrere Kugeln mit zwei
unterschiedlichen Farben enthélt nacheinander Kugeln gezogen, ohne sie wieder
zuruckzulegen, dann ist die Wahrscheinlichkeit fur ein bestimmtes Ergebnis oft von
dem vorigen Ergebnis abhéngig. In diesem Fall spricht man von einer

bedingten Wahrscheinlichkeit.

Einfuhrungsbeispiel:

Eine Urne enthalt 100 Kugeln.

70 Kugeln bestehen aus dem Material Holz und 30 Kugeln sind aus Kunststoff.
25 der Holzkugeln sind mit der Farbe rot gestrichen und 45 sind grun.

10 der Kunststoffkugeln sind rot und 20 sind grun.

Folgende Ereignisse werden definiert:

A :Die Kugel ist aus Holz A: Die Kugel ist aus Kunststoff
B : Die Kugel ist rot B: Die Kugel ist griin
Die Kugeln tragen zwei Merkmale mit jeweils zwei Auspragungen.
Merkmal | Auspragung Merkmal Il | Auspragung
. A: Holz B: rot
Material — Farbe —
A: Kunststoff B: grun

Dieser Sachverhalt kann in einer Vierfeldtafel dargestellt werden:
Merkmal Il (Farbe)

B:rot | B: grin | Summe

TS | A: Holz 25 45 70

Eg

— cs J—

L= | A: Kunststoff 10 20 30
Summe 35 65 100
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Aus der Urne wird eine Kugel zufallig gezogen.

Mit den Daten der Tafel lassen sich direkt folgende Wahrscheinlichkeiten berechnen:

70 7

=0,7 P(A)= ,
(A)= 100 10 ( ) 100 10
P(B)=—> =" _035 P(E): B _o65
100 20 100 20
P(AnB)===1_025 r%Ar\) ¥ _0,45
100 4 100 20
P(waB) 101 o1 P( rwB) 2 _0,2
100 10 100 10
Die zugehdorige Vierfeldtafel:
B B Summe

A |P(ANB)=025|P(ANB)=0,45 |P(A)=07

A P(AnB)=0,1 | P(A
(

B)=0,2 | P(A)=03

M
Summe | P(B)=0,35 P(B)=065 1

Jemand zieht eine Kugel und spuirt mit der Hand, dass es sich um eine
Kunststoffkugel handelt.

Wie groB ist nun die Wahrscheinlichkeit daftr,

dass die Kugel in seiner Hand griin ist?

Das ist nicht die Wahrscheinlichkeit, mit der man eine griine Kunststoffkugel zieht.
Aus der Vierfeldtafel lasst sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit nicht ablesen.

Mit einem Ereignisbaum soll diese Frage nun geklart werden.

=\ 45 9
(8 P(AnB)1> =2 —0ss

Die Bezeichnung P, (B) bedeutet:

Die Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung, dass A bereits eingetreten ist.
Diese Wahrscheinlichkeit heil3t bedingte Wahrscheinlichkeit.
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In Bezug auf die Fragestellung wird also P; (E) gesucht.

In Worten: Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir eine griine Kugel gezogen zu
haben, wenn man weil3, das die gezogene Kugel aus Kunststoff ist.

Es wird nach einer Wahrscheinlichkeit gesucht, die von einer Bedingung abhangt.
In diesem Fall lautet die Bedingung: Die gezogene Kugel ist aus Kunststoff.

Um die im Baumdiagramm noch fehlenden bedingten Wahrscheinlichkeiten
auszurechnen, verwendet man die Pfadmultiplikationsregel:
P(AN B)
P(A)
Die Regel, nach der die bedingte Wahrscheinlichkeit berechnet wird, geht auf den

englischen Mathematiker Thomas Bayes (1702 - 1761) zuriick und wird daher auch
Bayes'sche Regel oder auch Satz von Bayes genannt.

P(A)-P,(B)=P(ANB) <P, (B)=

P(ANB)

Sind A und B Ereignisse mit P(A) = 0 dann gilt: P, (B) = P (A)

_P(AmB) 5 7 510 5

P B)="pa) T20'10 720 147 %%
_ P(ANB) 9 7 9.0 9
PA(B):W:E.B:m:azO,64
5 B_P(KmB)_i-i_zm—l—oﬁ
AT p(x) 20°10 3-20 3
PA(g):P(AmB):i i:ﬂzgzo,é

Wenn man also weil3, dass die gezogene Kugel aus Kunststoff besteht, dann ist die
Wahrscheinlichkeit daftir, dass sie die Farbe grin hat: 2/3.
Die Wahrscheinlichkeit eine griine Kunststoffkugel zu ziehen ist hingegen 0,2.
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Ein etwas anderer Zugang:

Eine Urne enthéalt 3 griine und 2 rote Kugeln.

Zwei Kugeln werden nacheinander ohne Zurticklegen gezogen.

Es werden vier Ereignisse definiert:

A: Grun wird im 1. Zug gezogen

B: Grin wird im 2. Zug gezogen.

C: Grun wird im ersten und zweiten Zug gezogen.

D: Griin im zweiten Zug unter der Bedingung, dass griin bereits im ersten Zug
gezogen wurde.

Zu bestimmen sind die Wahrscheinlichkeiten aller Ereignisse.

Ein Baumdiagramm mit den Pfadwahrscheinlichkeiten veranschaulicht den

Zusammenhang.
S L,
¢ p P _2=2-2_03
\ﬂgﬁ@ (99)=55 =15

31 3
PlO=55"10"°3
23 3
PI9)=5 4716723
21 1
PM=5 4710

Dem Baumdiagramm sind folgende Ergebnisse zu entnehmen:
Griin im 1. Zug: P(A)=3/5=0,6 und

3 3 6 3

Griin im 2. Zug: P(B):BJFE:E:g:oﬁ

Fur grin im 1. Zug und grin im 2. Zug erhalt man mit der
Pfadmultiplikationsregel P(C)=P(ANB) = %% _3

|5]

P(D) :% wird abgelesen.

Der Wert von P(D) wurde wie folgt ermittelt:

Unter der Voraussetzung (Bedingung) dass im 1. Zug griin gezogen wurde
weild man, dass noch 2 grine und 2 rote Kugeln in der Urne sind.

Die Wahrscheinlichkeit flr griin im 2. Zug ist dann 1/2.

Fur die Wahrscheinlichkeit von D (griin im 2. Zug) unter der Voraussetzung
dass A (grun im 1. Zug) schon eingetreten ist, wahlt man die Bezeichnung
P(D) = Pa(B).

Im dargestellten Fall gilt: P, (B) =% (;t P(B)= gj
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FUr eine weitere Untersuchung dient der Ausschnitt aus dem
Pfaddiagramm, in dem Pa(B) vorkommt.

S
‘:i = / \@ m s
( )

@ Pfadmultiplikationsregel:
P(A) P(AnB)=P(A)-P,(B)

Ist nach der Wahrscheinlichkeit Pa(B) gefragt, so kann obige Gleichung wie folgt
umgeformt werden:

P(ANB)
P,(B)=———~
Pa(B) ist die Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung, dass A bereits

eingetreten ist.
Wir Uberpriufen dieses Gesetz mit den vorliegenden Ergebnissen:

fur P(A) =0

Aus dem Urnenversuch (mehrfaches ziehen ohne zurticklegen) geht klar hervor, das
die Wahrscheinlichkeiten fir die jeweils nachste Ziehung von der vorigen abhangt.
In einem solchen Fall sagt man, die Ereignisse sind voneinander abhangig.
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Unabhangigkeit von Ereignissen

Bei einem Urnenversuch (mehrfaches ziehen mit Zurticklegen), wird die
Anfangsbedingung immer wieder hergestellt, so dass die Wahrscheinlichkeit fur die
jeweils nachste Ziehung gleich ist, wie bei der ersten.

In einem solchen Fall sagt man, die Ereignisse sind voneinander unabhangig.

Eine Urne enthalt 3 griine und 2 rote Kugeln. Zwei Kugeln werden nacheinander

mit Zuruicklegen gezogen.

Es werden vier Ereignisse definiert:

A: Grin wird im 1. Zug gezogen

B: Grin wird im 2. Zug gezogen.

C: Grin wird im ersten und zweiten Zug gezogen.

D: Gruin im zweiten Zug unter der Bedingung, dass grin bereits im ersten Zug
gezogen wurde.

Das Baumdiagramm mit den zugehoérigen Pfadwahrscheinlichkeiten:

Dem Baumdiagramm ist zu entnehmen:

Griinim 1. Zug: P(A)=3/5=0,6

Griin im 2. Zug: P(B):i+£:E:§:O,6
25 25 25 5

Far Grun im 1. Zug und grin im 2. Zug erhalt man mit der

Pfadmultiplikationsregel P(C)=P(ANB) = gg _9

%]
(6]

P(D) =g wird abgelesen.

Die Wahrscheinlichkeit eine griine Kugel zu ziehen bleibt immer gleich, da nach
jedem Zug durch Zurlcklegen der Kugel, die Ausgangssituation wieder hergestellt
wird.

Die Wahrscheinlichkeit fir griin im 2. Zug unter der Bedingung, das griin im 1. Zug
bereits gezogen wurde ist P(D) = Pa(B).
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Ein Ausschnitt aus dem Baumdiagramm:

T 9
s @) rane)-

: — P®
@/,5 Pfadmultiplikationsregel:
P(A) P(AnB)=P(A)-P,(B)

Eine Auflistung der Ergebnisse ergibt:

_3
P(A):g PA(B)_g esistalso P,(B)=P(B)
P(B) =5

Damit gilt mit der Pfadmultiplikationsregel:
P(AmB) = P(A)-P(B)

Gilt Pa(B) = P(B), so beeinflusst das Eintreten des Ereignisses A die
Wahrscheinlichkeit von B nicht. Man sagt, die Ereignisse A und B sind unabhangig
voneinander.

Unabhangige | Das Ereignis B heifl3t unabhéngig vom Ereignis A, wenn das Eintreten
Ereignisse |von A die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von B nicht
beeinflusst.
: : P(ANB)
Es qgilt: P,(B)=P(B) mit P,(B)=————F—
Beispiel: Urnenziehung mit Zurticklegen.
Merke: Fur den Nachweis der Unabhangigkeit zweier Ereignisse A und B geht

man wie folgt vor:

Man berechnet P(A);P(B) und P(ANB)

P(ANB)
P(A)

dann sind die Ereignisse A und B voneinander unabhangig,

anderenfalls sind die Ereignisse A und B voneinander abhangig.

Gilt: P,(B)=P(B) mit P, (B)=

Im Baumdiagramm erkennt man die Unabhangigkeit von Ereignissen
daran, dass in der 2. Stufe die Teilbdume gleich sind.

Sind sie hingegen verschieden, dann sind die Ereignisse voneinander
abhangig.
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Beispiel

Die Seitenflachen eines idealen Wirfels werden wie folgt eingefarbt.

Zwei Seitenflachen mit der Farbe rot und zwei mit der Farbe grin.

Eine Seitenflache mit der Farbe schwarz und eine mit der Farbe blau.
Der Wirfel wird zweimal geworfen.

Folgende Ereignisse werden definiert:

A: Beim ersten Wurf erscheint die Farbe rot oder schwarz.

B: Beim zweiten Wurf erscheint die Farbe grin oder blau.

Untersuchen Sie, ob die Ereignisse A und B voneinander unabhangig sind.

2 1

Voriiberlegung: P(r) =P(g) = 5= 3 und P(s)=P(b) :%

Berechnung von P(A);P(B) und P(ANB)

. L 1 1 1
A ={(rx); t x = beliebig= P(A) =P (r)+P(s)==+===
{(x); (sx)} mit x =beliebig=P(A)=P(r)+P(s) 3t 5
B ={(xg);(xb)} mitx =beliebig = P(B) = P(g)+P(b):%+%=%
AnB={(rg);(rb);(sg);(sb)} = P(AnB)=P(rg)+P(rb)+P(sg)+P(sb)
_22, Zl J12,11 4. 2 2 1 _9_1
"66 66 66 66 36 36 36 36 36 4
Ergebnisse: P(A ):% P(B)= 1. P(ANB)= 1
Zwei Ereignisse A und B sind unabhéngig voneinander, wenn gilt:
1
P(ANB) 4 1
P.(B)=—F~==== 1
P(A 1 2|=P,(B)=P(B)==
PA(B):P(B) ( ) 5 A( ) ( ) 2
1 Unabhangigkeit

Die Ereignisse A und B sind unabhangig voneinander.

Die Zusammenhange sollen nun an einer 4- Feldtafel und dem zugehérigen
Baumdiagramm naher betrachtet werden. Bekannt sind:

P(A):% P(B)z% . P(ARB)==*

Daraus lassen sich die restlichen Werte fir die 4- Feldtafel berechnen.

B B Summe

1 — 1 1

A |P(AnB)= P(AmB):Z P(A)=>

= " o+ = 1] o= 1

A P(AmB):Z P(AmB):Z F>(A):E

Summe | P(B)=~ P(§)=1 1
2 2
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Fur das Baumdiagramm werden nun alle bedingten Wahrscheinlichkeiten benétigt,
die sich leicht mit den Werten der 4- Feldtafel berechnen lassen.

_P(AmB) 1.1 12 1
PA(B) = P(A) 472 4.1 2 PA(B):% B P(AmB):%
R
A( )_ P(A) 42 41 2 p(g)zl B P(ANB) 2
— A 2
_P(AﬂB)_l 1 1.2 1 P (B)= 2 _
B R
_. P(ANB) 11 12 1 B P(AnB)=2
Pi(B)- (p(z))z 27412 n@)-1  ° AR

Der Vergleich mit der 4- Feldtafel zeigt, dass alle Ereignisse unabhéngig
voneinander sind, denn es gilt.

Man erkennt die Unabhangigkeit der

1 1
P,(B)=P(B)= 2 Px (B)=P(B)= 2 Ereignisse voneinander auch daran, dass
_ 1 _ 1 in der 2. Stufe des Baumdiagramms die
Pa (B) = P(B) =5 ; Py (B) = P(B) =3 Teilbdume gleich sind.
Beispiel

Ein Wirfel in Form einer dreieckigen Pyramide hat 4 gleich grol3e Flachen mit den
Zahlen 1; 2 ; 3; 4 (4rer- Warfel).

Der Wirfel wird zweimal geworfen.

Folgende Ereignisse werden definiert:

A: Beim 1. Wurf erscheint die Zahl 1 oder 2 und beim 2. Wurf die Zahl 1 ; 2 oder 4.
B: Die Zahl beim 2. Wurf ist eine andere als beim 1. Wurf.

Untersuchen Sie, ob die Ereignisse A und B voneinander unabhangig sind.

Voriiberlegung: P(1) =P(2) =P(3) =P(4) :%
B

P(2
Berechnung von P(A);P(B) und P(ANB)
={(112);(112):(114):(211):(212): (21 4)} = P(A) = 6-
={(112);(213);(114):(212):(218):(214);(312):(312); (3
=>P(B)=12.2.2=

N
Y N [ S
0| w

4);(412);(412);(413)]

-I>|H
-bll—\
Alw

AnB={(112); <1|4>,(2|1>:(2|4)}:P(Ams>=4-%=§
Ergebnisse: P(A):g P(B):%;P(AmB)=%

Zwei Ereignisse A und B sind unabhéngig voneinander, wenn gilt:
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Abhéangigkeit

Die Ereignisse A und B sind voneinander abhangig.

Die Zusammenhange sollen nun an einer 4- Feldtafel und dem zugehdrigen
Baumdiagramm naher betrachtet werden. Bekannt sind:

P(A):g ) p(ma):%:%

Daraus lassen sich die restlichen Werte fir die 4- Feldtafel berechnen.

B B Summe

2 — 1 3

A |P(ANB)=C P(AmB):g P(A)=4

— — 4| = = 1| /= 5

A P(AmB):g P(AmB):g P(A):g

summe | P(B)=2 P(E):z 1
8 8

Fur das Baumdiagramm werden nun alle bedingten Wahrscheinlichkeiten benétigt,
die sich leicht mit den Werten der 4- Feldtafel berechnen lassen lassen.

P(ANB) 2

“P(A) 8

P(A mE)
P(A)

PA(B)=

3 2.8

3 _2
'8

w

P(A)=

3
8

P(A)-3

2
PaB)=3 B P(AnB)=
A<_ ~
PA(E):% B P(ANB)=
4
Pa(B)=35 B P(AnB)=

@[k N

oo

|

Der Vergleich mit der 4- Feldtafel zeigt, dass alle Ereignisse abhangig voneinander

sind, denn es gilt.

©O|IN oo

Man erkennt die Abhangigkeit der
Ereignisse voneinander auch daran,
dass in der 2. Stufe des
Baumdiagramms die Teilbdume
ungleich sind.
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Beispiel

Eine Umfrage an Schulen Uber die Essgewohnheiten der Schiler hat ergeben, dass
45% aller Schuler gerne Schokolade essen. 55% aller Schiler ziehen andere
SuRigkeiten vor. 60% aller Schiler gaben an Geschwister zu haben. 27% der
Schiler haben Geschwister und essen gerne Schokolade.

Ein Schokoladenhersteller interessiert sich dafir, ob Schiler mit Geschwister eine
besondere Vorliebe flr Schokolade haben.

Anders ausgedrickt: Hat die Tatsache, das ein Schiler Geschwister hat, einen
Einfluss auf seine Vorliebe fur Schokolade?

Die Erhebungsdaten lassen sich in einer Vierfeldtafel darstellen:

B B Summe
ANB)=027 |P(AnB)=0,33 |P(A)=0,6

A

P(
A P(KmB)zo,ls P(Km§):o,22 P(K):o,4

Summe | P(B)=0,45 P(B)=055 1

Die zugehorigen Ereignisse sind:
A: Der Schuler hat Geschwister.  B: Der Schiler isst gerne Schokolade.

Uberprufung auf Abhangigkeit:

P(A)=06 P(ANB) 0,27
P(B)=0,45 = P,(B)= P(A) = 66 =0,45=P(B)
P(ANB)=0,27 ’

Die Ereignisse sind unabhangig voneinander.
Das Bedeutet, ob ein Schiler Geschwister hat oder nicht, hat keinen Einfluss auf
seine Vorliebe fir Schokolade.

Die Zusammenhange sollen nun an dem zugehdérigen Baumdiagramm naher
betrachtet werden.

Fur das Baumdiagramm werden nun alle bedingten Wahrscheinlichkeiten benétigt,
die sich leicht mit den Werten der 4- Feldtafel berechnen lassen lassen.

P(AnB) 0,27
Pa(B)= (P(A) ) 06 4 Pa(B)=045 o P(ANB)=027
_ =0,6
_ P(ANB) 033 P(A)=0 A B _
pA(B): o (A) Y - 0,55 5 P(AnB)=0,33
P(ANB
P:(B)= (P(;) ):%’1‘?:0,45 g P(AnB)=018
_ P(Kﬁg) 0,22 = P(AnB)=0,22
P, (B)= o =2 =05 B P(AnE)
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Der Vergleich mit der 4- Feldtafel zeigt, dass alle Ereignisse unabhéangig

voneinander sind, denn es gilt.
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P,(B)=P(B)=0,45 ;
P.(B)=P(B)=055 ; P

>|

>

®)-

(B)

P(B)=0,45
P(E):o,55

Man erkennt die Unabhangigkeit der
Ereignisse voneinander auch daran,
dass in der 2. Stufe des
Baumdiagramms die Teilbdume gleich

sind.

Beispiel mit inversen Ba

um

Ein Berufskolleg hat 1000 Schiiler. Die folgende Vierfeldtafel gibt Aufschluss
daruber, wie die Handys auf die Schuler verteilt sind.

B : Weiblich B : Mannlich Summe
A : besitzt ein Handy 410 397 807
A besitzt kein Handy 114 79 193
Summe 524 476 1000

a) | Berechnen Sie die relativen Haufigkeiten und tragen sie diese in eine neue

Vierfeldtafel ein.

b) | Benutzen Sie den Zusammenhang zwischen einer Vierfeldtafel und den

Baumdiagrammen um die Baume zu zeichnen.

c) | Berechnen Sie alle bedingten Wahrscheinlichkeiten und tragen Sie diese in die

Baumdiagramme ein.

d) | Aus der Gesamtheit aller Schiler wird einer zufallig ausgewahlt.

1. | Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat die Person kein Handy?

2. | Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die Person weiblich?

ist sie mannlich?

3. | Falls eine ausgewahlte Person kein Handy hat, mit welcher Wahrscheinlichkeit

hat sie ein Handy?

4. | Falls eine ausgewahlte Person weiblich ist, mit welcher Wahrscheinlichkeit

5. | Besteht ein Zusammenhang zwischen Geschlecht und Handybesitz?

B : Weiblich B : Mannlich Summe
A : besitzt ein Handy 0,410 0,397 0,807
A besitzt kein Handy 0,114 0,079 0,193
Summe 0,524 0,476 1
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b) A: Schiller besitzt ein Handy A Schiiler besitzt kein Handy
B: Schiler ist weiblich B: Schiler ist mannlich
0,410 0,410
0,397 0,114
0,114 0,397
0,079 0,079
1. Merkmal: 2. Merkmal: Pfadwahr- 1. Merkmal: 2. Merkmal: Pfadwahr-
Handybesitz Geschlecht  scheinlich- Geschlecht  Handybesitz  scheinlich-
keiten keiten
C) Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeiten
B B Summe
A P(ANB)=0,410 P(AnB)=0,397 P(A)=0,807
A P(KmB) -0,114 P(Kmﬁ) =0,079 P(A)=0,193
Summe P(B)=0,524 P(B)=0476 1
P(ANnB P(ANnB
p (B) = P\ANB) 0410, o p,(A)= PANB) 0410 0
P(A) 0,807 P(B) 0,524
_. P(AnB _. P(AnB
P (B) = (A7) oze7 _ 0,492 P (A) = (An8) o114 _ 0,218
P(A) 0,807 P(B) 0,524
P(ANB P(AnB
P, (B) = (A0B) ona ;o) P.(A)= (A0B) 0307 o0,
p(A) 0,193 p(B) 0,476
_. P(A~B _. P(A~B
P:(B)= ( - ):0'079zo,409 P (A)= ( — ):0’079z0,166
p(A) 0,193 p(B) 0,476
A Schuler besitzt ein Handy A Schiiler besitzt kein Handy
B : Schiler ist weiblich E - Schiler ist mannlich
0,410 0,410
0,397 0,114
0,114 0,397
0,079 0,079
1. Merkmal: 2. Merkmal: Pfadwahr- 1. Merkmal: 2. Merkmal: Pfadwahr-
Handybesitz Geschlecht  scheinlich- Geschlecht  Handybesitz  scheinlich-
keiten keiten
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d) | Die gesuchten Wahrscheinlichkeiten kdnnen nun direkt aus den
Baumdiagrammen abgelesen werden.

1. P(K) —0,193 Eine zufallig ausgewahlte Person hat mit einer
Wahrscheinlichkeit von 0,193 kein Handy.

2. p(B) =0,524 Eine zufallig ausgewahlte Person ist mit einer
Wabhrscheinlichkeit von 0,524 weiblich.

3. P; (g) — 0,409 Eine zufallig ausgewahlte Person, von der man weil3,

dass sie kein Handy hat, ist mit einer Wahrscheinlichkeit
von 0,409 mannlich.

4., Py (A) =0,782 Eine zufallig ausgewahlte Person, von der man weif3,
dass sie weiblich ist, hat mit einer Wahrscheinlichkeit von
0,782 ein Handy.

5. |Uberpriifung auf Abhangigkeit.
(Zusammenhang zwischen Geschlecht und Handybesitz)

Das Ereignis B ist unabhangig vom Ereignis A falls gilt: P, (B) = P(B)

Anderenfalls sind die Ereignisse voneinander abhangig.
Mit den bereits vorliegenden Ergebnissen lasst sich zeigen:

Py(A)~ 0,782 2P(A)=0,807 P,(A)~0,834=P(A)=0,807

Ps(A)~0,218#P(A}=0,193 P;(A)~0166+P(A)=0,193

Das bedeutet, in allen Fallen besteht eine Abhéngigkeit zwischen
Geschlecht und dem Handybesitz.

Aus den Baumdiagrammen lasst sich die Abhéngigkeit der Ereignisse direkt ablesen,
denn die TeilbAume der 2. Stufe sind verschieden.

Hat man den Zusammenhang einer Vierfeldtafel mit den Baumdiagrammen begriffen,
dann lassen sich solche Aufgaben auch mit weniger Aufwand l6sen.

Das soll nun folgendes Beispiel zeigen.

Beispiel:

Viele Internetnutzer klagen tber Spam- Mails.

Nehmen wir an, in 1% der guten und 40% der Spam- Mails komme das Wort ”
Viagra“ vor.

Aul3erdem seien 10% der Mails gut und 90% Spam.

Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Mail, von der man weil3, das in ihr
das Wort "Viagra“ vorkommt, eine Spam- Mail ist.?

Ereignisse :
A: Mail enthalt das Wort Viagra A : Mail enthalt nicht das Wort Viagra
B: Spam-Mail B: gute Mall

1. Aufstellen der Vierfeldtafel mit den vorgegebenen Daten.
Die % Werte entsprechen relativen Haufigkeiten (Wahrscheinlichkeiten)
90 % Spam bedutet Summe Spam = 0,9
10% gute Mails bedeutet Summe gute Mails = 0,1
40% der Spam-Mails mit Viagra bedeutet 0,9 x 0,4 = 0,36
1% der guten Mails mit Viagra bedeutet =0,1 x 0,01 = 0,001
Die restliche Werte kann man ausrechnen, da die Summen bekannt sind.
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B: Spam-Mail B: Gute Mail Summe
A: mit Viagra 0,36 0,001
A: ohne Viagra
Summe 0,9 0,1 1
Spam ohne Viagra: 0,9-0,36 =0,54
Gute Mail ohne Viagra: 0,1-0,001 =0,099
Summe aller Mails mit Viagra: 0,36 + 0,001 = 0,361
Summe aller Mails ohne Viagra: 0,54 + 0,099 = 0,639
Mit diesen Werten wird die Vierfeldtafel nun vervollstandigt.
B: Spam-Mail B: Gute Mail Summe
A: mit Viagra 0,36 0,001 0,361
A: ohne Viagra 0,54 0,099 0,639
Summe 0,9 0,1 1

Die Aufgabenstellung lautete:
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Mail, in der "Viagra“ steht, Spam ist?
Gesucht ist also die Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung, dass A

eingetreten ist.

P(AnB
PA(B)= (P(A))
: . 0,36
mit P(AnB)=0,36 und P(A)=0,361ist P, (B) = o361~ 2997

Das bedeutet, in 99,7% aller Falle ist eine Mail, von der man weifl3, das in ihr das
Wort Viagra steht, eine Spam- Mail.

Ubung:

und Nichtraucher.

Die Tabelle zeigt Frauen und Manner einer Firma, unterteilt nach Raucher

B : Frauen

B: Manner

Summe

A :Raucher

200

800

1000

A : Nichtraucher

300

200

500

Summe

500

1000

1500

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, eine Person anzutreffen, die Raucher ist.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit eine Frau anzutreffen.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit eine Raucherin anzutreffen.

Sie Treffen eine Frau an, mit welcher Wahrscheinlichkeit ist sie Raucherin?

Uberpriifen Sie, ob die Ereignisse A und B voneinander abhangig sind.

Losung: Um die Wahrscheinlichkeiten bestimmen zu konnen, benottigen wir die
relativen Haufigkeiten der Ereignisse. Im vorigen Beispiel gab es
Rundungsfehler. Um diese mdglicht zu vermeiden, sollte man die relativen
Haufigkeiten und die dazugehdrigen Wahrscheinlichkeiten in Bruchform
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B : Frauen B: Manner Summe
A - Raucher 200 _ 2 800 _ 8 1000 _10 _2
1500 15 1500 15 1500 15 3
A : Nichtraucher ﬂ:i ﬂzi ﬂ=£=i
1500 15 1500 15 1500 15 3
500 5 1000 10 1500 15
Summe - == - DV ¥
1500 15 1500 15 1500 15

Die Wahrscheinlichkeit dafur, eine Person anzutreffen, die Raucher ist, betragt

P(A) =§z 0,666

Die Wahrscheinlichkeit dafur, eine Frau anzutreffen, betragt

P(B) =%:§z 0,333

Die Wahrscheinlichkeit daflrr, eine Raucherin anzutreffen, betragt

P(ANB) :% ~0,133

Die Wahrscheinlichkeit dafur, dass eine angetroffene Frau Raucherin ist, betragt
2
P(BmA) 15 2
Po(A)=————===2=—=-=0,4
15

Zwei Ereignisse A und B sind unabh&ngig voneinander, wenn gilt:

P(ANB)
PA(B):W: 5 :PA(B):%:&P(B):%

w\mﬁ\m
'_\

1 Abhangigkeit

Die Ereignisse A und B sind voneinander abhangig.

Zusammenfassung:

Wahrscheinlichkeit | unter der Bedingung, dass das Ereignis A bereits eingetreten

Bedingte Fir die Wahrscheinlichkeit des Eintretens des Ereignisses B

Der Satz o P(ANB)
von ist, gilt: P, (B) :W
Bayes

Unabhangige Das Ereignis B heif3t unabhangig vom Ereignis A, wenn das
Ereignisse Eintreten von A die Wahrscheinlichkeit fir das Eintreten von B

nicht beeinflusst.

P(ANB)

Es gilt: P,(B)=P(B) mit P,(B)= p(A)
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Zusammenhang zwischen Vierfeldtafel und Baumdiagramm

Vierfeldtafel Baumdiagramm
- = Z P(Am?)
A | P(AnB) | P(AnB) | P(A) R
A P(KmB) P(ng) P(K) P(K“B)
2 | P@E P(B) 1 P(AnB)

Vertauscht man bei einem Baumdiagramm die Reihenfolge der betrachteten
Ereignisse, dann erhéalt man das umgekehrte oder inverse Baumdiagramm. Die
Wahrscheinlichkeiten an den Pfadenden stimmen in beiden Baumdiagrammen bis
auf die Reihenfolge Uberein. Die Pfadwahrscheinlichkeiten und damit auch die
bedingten Wahrscheinlichkeiten unterscheiden sich im Allgemeinen voneinander. Sie
beziehen sich auf verschiedene Ereignisse und daher auch auf verschiedene
Teilgesamtheiten.

Beachten Sie aber: Es gilt stets P(AnB)=P(BNA).

Umgekehrte Vierfeldtafel Umgekehrtes Baumdiagramm
P(BNA)

A A > =
B | P(BNA) | P(BAA]| P(B) PenA)
B |P(BnA) | P(BnA) | P(B) P(BA)
2 | P(A) | P(a) 1 P(EAA)

Vierfeldtafel und Baumdiagramm bei stochastischer Unabhangigkeit

Bei stochastisch unabhangigen Ereignissen A und B steht im ersten Feld der
Vierfeldtafel fur P(A nB) das Produkt P(A)-P(B).

Fur die weiteren Felder gilt entsprechend einer Multiplikationstabelle ahnliches.
Im Baumdiagramm erkennt man die Unabhangigkeit von Ereignissen daran, dass in
der 2. Stufe die Teilbaume gleich sind.

Vierfeldtafel Baumdiagramm

B B >

> |

o
—_—

> |
~

T

—

)

U
—_—
> |

_.U .
—_—
o

o
—_—
> |
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